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 e - Euler’s Constant  e ثـــابت أويـــلر

د. الهاشمي علي أدراه
 

 مدخل:
ر مػا اػاف اااشػامج م ػرد   مف خلاؿ الدراسػ  الاارخخخػ  د ػد أف ال ػدد الي خ ػي 

صدم  داخ   ظهوره  شاؿ واضح مػي ايخػر مػف الاي خ ػات الاػي أ رخػت مػف   ػؿ   ػ  
الماخصصخف، ولاف   د ذلػؾ ل ػه اػذا ال ػدد دورا أساسػخا مػي ايخػر مػف الاي خ ػات مػي 

، وخ ا ر ال ػدد الي خ ػي  لػج أامخػ  خاصػ  مػي ال لػوـ الرخاضػخ  والاػي    ؿ مروع ال لوـ
مي ايخر مف الاي خ ات مي اؿ مروع ال لوـ. سدهاـ مي اذه الور ػ   دراسػ    دوراا ادخؿ

مػػف ثخػػت اااشػػامج و  ػػ  اسػػاخدامااج الهامػػ  مػػي ايخػػر مػػف ال لػػوـ.   ال ػػدد الي خ ػػي 
الاػػي أامخاهػػا لخسػػت أ ػػؿ مػػف    ومػػف خػػلاؿ اػػذا ال ػػدد دا ػػت مػػا خ ػػرؼ  الدالػػ  ا سػػخ  

واػػػو     الػػػ  ال اسػػػخ  للدالػػػ  اللو ارخامػػػ  دفسػػػج، ثخػػػت ا ا ػػػر اػػػي الد  أامخػػػ  ال ػػػدد 
واػػذلؾ مػػدف ادفػػرا     . ود ػػخف أ ػػره دالػػ  أسػػخ  للدالػػ   اللو ػػارخاـ الي خ ػػي ل سػػاس 

 وادثسار اذه الدال  اما سليدا الضوء على     الاي خ ات لهذه الدال .
 المقدمة:

e  عػػػدد ث خ ػػػي ايخػػػر ايسػػػاخداـ رخاضػػػخا، ثخػػػت خظهػػػر مػػػي ايخػػػر مػػػف المسػػػا ؿ
الرخاضخ  المساخدم  مػي عػدف مػروع مػف ال لػوـ المخالفػ ز الفخزخػاء، الاخمخػاء، ا ثصػاءز 
الهددس  و خراا. م لى س خؿ المياؿ مي المسا ؿ الما ل    الدمو وايدثلاؿ مي ا ثصاء 

(، اػػػذلؾ مدثدػػػى Bell Curveلمدثدى أل رسػػػي  والاخمخػػػاء و خراػػػا، واسػػػمى أثخادػػػا  ػػػا
الأسػػلاؾ المادلخػػ  مػػي   ػػ  المسػػا ؿ الما ل ػػ   ايثامػػايت، امػػا أف لهػػا علا ػػ   الػػدواؿ 

و خماهػػػػا  (Euler’s Equation.) 1اللو ارخامخػػػػ ، واظهػػػػر اػػػػذلؾ مػػػػي الأعػػػػداد المرا ػػػػ   

                                                 

 ليبيا - زلخاف ػػػال ام   الأسمرخ   ػػػ الخ  ال لوـ 
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  ػػػػػؿ خادػػػػػ  مػػػػػف  869,894,101، وسػػػػػ ؽ أف ثسػػػػػ ت  لػػػػػى 2.718281828459الا رخ خػػػػػ  
Sebastian Wedeniwsk  خ ػخف م موعػ  مػف الخادػات، علػى سػ خؿ الميػاؿ، 1. ال دوؿ )

 .(Pascal Sabah  2و   Xavier Gourdonوالذي أعد مف   ؿ  eلل دد 
مػػػي  Leonhard Eulerال ػػػالـ الرخاضػػػي السوخسػػػري  eأوؿ مػػػف اااشػػػؼ ال ػػػدد 

   ؿ John Napierال رف اليامف عشر مع ال لـ أف و وده ااف  د ي ؽ مي أعماؿ 
، ولادػػػػج لػػػػـ خ ػػػػره أي 1311ام اػػػػوس للو ػػػػارخاـ مػػػػي سػػػػد   eسػػػػاخدـ اذلػػػػؾ و  

ثخػػت اػػو أوؿ  Euler شػػاؿ خػػا  اػػو ال ػػالـ  eسػػاخدـ الثػػرؼ اخصوصػخ . وأوؿ مػػف 
سػػػمج ال ػػػا لي ولػػػذلؾ خيلػػػؽ علخػػػج مػػػي   ػػػ  الأثخػػػاف  ػػػر ـ أوخلػػػر أو يا ػػػت اثػػػرؼ مػػػف 

 .(3 أوخلر
 تعرف: .1

اػػػو عػػػدد ث خ ػػػي لػػػج عػػػدف اسػػػاخدامات مػػػي اامػػػ  الم ػػػايت ال لمخػػػ ، وخ ػػػرؼ   ال ػػػدد 
 رخاضخا   دف يرا ؽ مف أامها الدهاخاخف الاالخاخف:

 1)                                          
 

 
  ,   

 8)              
 

                                        

 اما او م خف مي ال دولخف الاالخخف:  والاي ا يخدا  خم  
10000 1000 100 10 

 

N 

2.718145927 2.716923932 2.704813829 2.59374246 e

  

 (1 مثسو    الدهاخ  الم خد  مي الم ادل   e( خ خف  خم  1 دوؿ  
N e N E 

-0.1 2.867971991 0.1 2.59374746 
-0.01 2.731999026 0.01 2.704813891 
-0.001 2.719642216 0.001 2.716923932 
-0.0001 2.718417755 0.0001 2.718145927 
-0.00001 2.71829542 0.00001 2.718268237 
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 (8 مثسو    الدهاخ  الم خد  مي الم ادل   e( خ خف  خم  8 دوؿ  
لخس اساخداـ الا رخؼ السا ؽ ولاف خاـ ثسػا ها مػف  eواليرخ   الميلى لثساه 

 :(4 الم موع اللادها ي لماسلسل  ماالورخف
           

  

  
 

  

  
   

  

  
    

 :   وذلؾ  وضع 
    

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
  

 

  
      

 3)      ∑
 

  
 
   .                                                           

ذا أرددا ثساه عدد مف الخادات ولخاف  مف الخادػات يػـ  k+3م لخدا ثساه  kوا 
،  ثػدااا الاػي اسػاخدمت eال مع وال  خػ  اسػاوي أصػفارا. اسػاخدمت عػدف يػرؽ لثسػاه 

 مي المياؿ السا ؽ.
عػػػدد  خػػػر  خاسػػػي، و الاػػػالي  خمػػػ  الاسػػػر  خػػػر مداهخػػػ   eأف  Eulerل ػػػد  ػػػراف 

ولاػف خ امػد  eو خر ماررف، و الاالي لػخس مػف المهػـ ثسػاه عػدد الخادػات  خ ػاد  خمػ  
خ ػػرؼ علػػى أدػػج عػػدد  خػػر   ػػري  eعػػدد الخادػػات الاػػي ا يػػي الد ػػ  الميلو ػػ . امػػا أف 

ال ػػػالـ الفردسػػػي دػػػج ي خميػػؿ  ػػػذرا لأي م ادلػػ  ايخػػػرف ثػػدود واػػػي مي اػػ  مػػػف   ػػؿ  ثخػػت 
Charles Hermite   1543سد. 

 باللوغاريتمات:  علاقة العدد  .2
e  اػػي أسػػاس اللو ػػارخاـ الي خ ػػي، ثخػػت د لػػـ أف اللو ػػارخاـ خ ػػرؼ علػػى الدثػػو

 الاالي:
،  ااػػػػوف م رمػػػػ  لأي عػػػػدد ث خ ػػػػي    عػػػػدد ث خ ػػػػي، مػػػػ ف      ذا اادػػػػت 

 و الاالي م ف:
 .     ذا ااف وم ي  ذا ااف              
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( لهػػذه ال خمػػ    وخسػػمى اػػذا اللو ػػارخاـ  اللو ػػارخاـ الي خ ػػي  ذا اػػاف الأسػػاس  
 . و داء على ذلؾ م ف اللو ارخاـ الي خ ي خ رؼ  الصخغ : eاي اليا ت 
                 

 :(5 مف خوا  اللو ارخاـ الي خ ي
 م ف:         ذا اادت 
1-             . 

8-   
 

 
        . 

 . ، لأي عدد ث خ ي           -3
 تعريف:                                       

        . 

 .       اي ثؿ للم ادل :   اما أف 
= 1.0000000000000000000000000 =1/1 1/0  
= 1.0000000000000000000000000 =1/1 1/1  
= 0.5000000000000000000000000 =1/2 1/2  
= 0.1666666666666666666666667 =1/6 1/3  
= 0.0416666666666666666666667 =1/24 1/3  
= 0.0083333333333333333333333 =1/120 1/5  
= 0.0013888888888888888888889 =1/720 1/6  
= 0.0001984126984126984126984 =1/5040 1/7  
= 0.0000248015873015873015873 =1/40320 1/8  
= 0.0000027557319223986890653 =1/362880 1/9  
= 0.0000002755731922398589065 =1/3628800 1/10  

= 2.718281801  ∑  
 

  

  

   

 e 

 (.3مف الماسلسل      ثساه عشرف ثدود e( خ خف 1 دوؿ  
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 الصخغ :ومف ضمف ا رخفات اللو ارخاـ الي خ ي 
             (

    

 
)   

 :  الدالة الأسية  .3
ا ا ػػػر مػػػف الػػدواؿ الهامػػػ  المسػػػاخدم  مػػػي ايخػػر مػػػف ال لػػػوـ المخالفػػػ     الدالػػ  

 ثخت اساخدـ  صور مخالف .
، وا ا ػػػػر اػػػػي الدالػػػػ   1د ػػػػد أف  خادهػػػػا موضػػػػثا شػػػػاؿ   عدػػػػد دراسػػػػ  الدالػػػػ  
 ال اسخ  للدال  اللو ارخامخ .

  ، مػػػ ف    ، ثخػػػت          دراسػػػ  الدالػػػ  

  
 

 

 
     والدالػػػ       

 .      و الاالي خو د لها دال  عاسخ   دال  ماصل  وأثادخ  
                 

                             ومف ذلؾ م ف:                
                                           أي أدج  ذا اادت   
 .                                         م ف:               

الاػي      وعلا اهمػا  الدالػ       ام اوس للدال     خوضح الدال   1شاؿ
 ا ا ر المثور ال ااس لهما.
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 .   ، ل خـ    ،       ،       خاف الدواؿ:  1شاؿ 
 

 .8اما او موضح شاؿ   خاو ؼ على  خم      ف ادفرا  الدال  
مػػع   ػػ  الػػدواؿ ا سػػخ  مد ػػد أف أ ػػره دالػػ   سػػخ  لهػػذه     ذا  وردػػت الدالػػ  
خوضػح  3،  شػاؿ         ال رخ   مػف الصػفر اػي الدالػ     الدال ، على الأ ؿ ل خـ 

 ذلؾ، وخماف اساداا  ذلؾ مف أساسخات الرخاضخات، ثخت د لـ أف:
            

مرموعػػ   8صػػثخث  لسػػ ع خادػػات   ػػد الفاصػػل ،  وضػػع اػػذا الػػر ـ علػػى صػػورف 
 ، أي أف:  ل وف 

              

خ اد  خم   أخ  دثصؿ على:  ذ اللو ارخاـ الي خ ي لليرمخف، وا 
                     

         ومف ذلؾ دثصؿ على:                          
 .                       أي أف:                      

 

 
 
 
 
 
 
 x 

y 
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  8شاؿ 
         المدثدػػػى الما يػػػع(،    مدثدػػػى الد مػػػ (،       ادفػػػرا  وادثسػػػار المدثدخػػػات 

  مدثدى المر  ات(.
 
 
 
 
 
 
 
 3 شاؿ

 المدثدػى الما يػع(،          مدثدػى الد مػ (،    ادفرا  وادثسار المدثدخػات 
  مدثدى المر  ات(.    
 :  مشتقة الدالة الأسية     3.1

ا ا ػػػػر مػػػػف أ سػػػػي ا شػػػػا ا ات ثخػػػػت  ذا اادػػػػت:     ف عملخػػػػ  اشػػػػا اؽ الدالػػػػ  
 ، م ف:    

  
  

  
     

 ، م ف:    ثخت  ذا اادت 
              

 ، م ف:x ايشا اؽ  الدس   للماغخر 
   

  

 
         

 
  

          

 
  

  
   . 

x 

y 



                                                                                          المجلة العلمية لكلية التربية ـــ العدد الثاني          
 e ثـــابت أويـــلر

 

812 

 

 وعملخ  الااامؿ، اما د لـ، اي ال ملخ  ال اسخ  ل ملخ  ايشا اؽ، أي أف:
                  ∫            
 يا ت الااامؿ.  ثخت 

 :  بعض التطبيقات المستخدمة للدالة   .4
مػػػي ايخػػػر مػػػف الاي خ ػػػات ال لمخػػػ  ومػػػي ا رخػػػؼ الايخػػػر مػػػف    اسػػػاخدـ الدالػػػ  

مػي ثلػوؿ   ػ  الم ػاديت الافاضػلخ  وخاصػ     الدواؿ المخالف  مميلا اساخدـ الدالػ  
ـ مػػػػػي ا رخػػػػػؼ الػػػػػدواؿ واسػػػػػاخد. (6 الم ػػػػػاديت الافاضػػػػػلخ  مػػػػػف الرا ػػػػػ  اليادخػػػػػ  أو أا ػػػػػر

 ز ثخت دالاي ال خه الزا دي و خه الاماـ الزا دي ا رماف على الدثو:(7 الزا دخ 
       

      

 
   

        
      

 
  

 :صيغة أويلر  4.1
عػػػاـ   Eulerاػػػو مػػػا اااشػػػفج ال ػػػالـ السوخسػػػري  eمػػػف ضػػػمف اسػػػاخداـ اليا ػػػت 

 ثخت صاغ الاراخ   الاالخ :                       1415
                    

عػػػدد ث خ ػػػي واػػػي م اسػػػ   الا ػػػدخر الػػػدا ري،   ، ثخػػػت Eulerواسػػػمى  م ادلػػػ  
 (8 .  √  ثخت 

 
                                                                                     

 

 
 
 
 

     

     

Im 

    

    

    

i 

1   Re 
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                   الاميخؿ ال خادي للدال   
 راػػػػاف اػػػػذه الدظرخػػػػ  خماػػػػف اداولػػػػج علػػػػى أايػػػػر مػػػػف دمػػػػيز سدسػػػػاخدـ ماسلسػػػػل  

 ماالورخف على س خؿ المياؿ:
        

  

  
 

  

  
 

  

  
                  (1) 

        
  

  
 

  

  
 

  

  
               (2) 

         
  

  
 

  

  
 

  

  
               (3) 

، ثخػػػػػت     الث خ خػػػػػ . و اسػػػػا داؿ  zواػػػػذه الماسلسػػػػػلات ماث  ػػػػ  لاػػػػػؿ  ػػػػخـ 
 ، مع ملاثظ  ث خ   أف:  √  

                       
             

     

  
 

     

  
 

     

  
   

            
  

  
  

  

  
 

  

  
   

     (  
  

  
 

  

  
  )      

  

  
 

  

  
      

 ( د د أف:3( و  8 الم ارد   الماسلسلاخف  
                     

ومف داا ج م ادل  أوخلر ال لا   الاالخػ  الاػي اػر ي  ػخف خمػس  ػخـ ث خ خػ        
 الاي ا ا ر مف الأامخ   مااف مي علـ الرخاضخاتز واي:

            

 ثخت:
                     

 قانون التغير الأسي:  4.2
 خ رؼ اذا ال ادوف  الم ادل :

   
  

  
            (1) 
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.ومػػػف (9 يا ػػػت t ،kالماغخػػػر المػػػراد ثسػػػاه اغخػػػره ع ػػػر ماػػػرف مػػػف الػػػزمف  yثخػػػت 
 :( م ف1الم ادل   

 
  

 
      

           
         

وخسػػػاخدـ اػػػذا ال ػػػادوف مػػػي ثسػػػاه الدمػػػو وايدثػػػلاؿ مػػػي ايخػػػر مػػػف الاي خ ػػػات 
 kمو  ػ  وازاخدخػ  مػ ف  y، ثخت  ذا اادت eالاخمخا خ  والثخوخ  و خراا الماضمد  ال خم  

ذا اادت 1مو   ، مد  ر  الم ادل     kمو    ولاف ادا صػخ  مػ ف  y( عف دس   الدمو. وا 
(. اما 1 يا ت الدس   للم ادل    k( اصؼ ايدثلاؿ، وخسمى 1سال  ، مااوف الم ادل   

ارمز  لى عدد مرات  kمي ثساه الفا دف ثخت    خساخدـ اذا ال ادوف الماضمف الدال  
 : اشخر  لى الزمف، وخاوف اذا ال ادوف على الصورف t ضام  الفا دف  لى الم لغ ال دا ي، 

        
    

 مي صخا    ادوف الا رخد لدخواف على الدثو:   اذلؾ ادخؿ الدال  
     

     
             أو          

     
در ػػػػ  ثػػػػرارف    ثػػػػرارف ال سػػػػـ،  Tعدػػػػد الػػػػزمف صػػػػفر،  Tاػػػػي  خمػػػػ     ثخػػػػت 

 .(10 يا ت k المثخي ، و

ثسػػػاه الدالػػػ  الاػػػي اصػػػؼ  سػػػـ    ومػػػف الاي خ ػػػات الاػػػي اػػػدخؿ مخهػػػا الدالػػػ  
 ماذ ذه  م لؽ  سلؾ زد راي( ثخت الدال  الاي اصؼ اذه الثال  اي:

                              

ذا أرددا ثساه السرع  لذلؾ ال سـ، مدثصػؿ علخػ          ثخت   يوا ت. وا 
 لدثصؿ على: t ا شا اؽ  الدس   للماغخر 

 
  

  
  [                       ] 

       [                       ]  
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 متسلسلة فورييه: 4.3
مػػف أاػػـ الػػدواؿ المسػػاخدم      عدػػد اسػػاخداـ ماسلسػػلات مورخخػػج، ا ا ػػر الدالػػ 

لا رخفها، ثخت اسهؿ عملخ   داء اذا الدوع مف الماسلسلات الاي لها  ساخدامات واس   
 مي الاي خ ات الهددسخ ، والاي اصاغ على الدثو:

       ∑    
      

      
 ثخت د لـ أف ماسلسل  مورخخج اصاغ على الدثو:

     
  

 
 ∑                            

   ,   

 والصورف المرا   لدال  ال خه و  خه الاماـ ااوف على الصورف:
     

        

  
            

        

 
  

، و اساخداـ الصورف السا      واي أخضا صور لدواؿ مرا   اظهر مخها الدال  
 مي ا رخؼ ماسلسل  مورخخج، دثصؿ على:

      ∑    
      

      

 .(11  وا رؼ  ماسلسل  مورخر المرا  
 الإحصاء:   4.4

مػػي ايخػػر مػػف الاي خ ػػات ا ثصػػا خ ، دػػذار مدهػػا علػػى سػػ خؿ    اظهػػر الدالػػ  
 المياؿ ي الثصر اوزخع  واسوف الم رؼ  ال لا  :

               

 
     

  
                  

اػػػػي م ػػػػدؿ عػػػػدد الد اثػػػػات مػػػػي الفاػػػػرف الزمدخػػػػ  الم خدػػػػ  أو المدي ػػػػ    ثخػػػػت 
 المثددف. اذلؾ دال  الاوزخع الي خ ي:

     
 

√  
   

 
  

   

     ( مػػي اػػذه ال لا ػػ  ا اػػد أف المسػػاث  اثػػت مدثدػػى الدالػػ  ⁄ √ ال خمػػ   
 خساوي الواثد الصثخح.
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 نتائج وتوصيات: .5
، ر ػـ أف اااشػامج اػاف ر مػا صػدم   يثظدا ومف خلاؿ اذه الور ػ  أف اليا ػت 

، ثخػػت  سػػي  و لادػػج ل ػػه دورا مفصػػلخا مػػي مواضػػخع مهمػػ  مػػي ايخػػر مػػف مػػروع ال لػػوـ
 الايخر مف المسا ؿ، و دَـ دماذ  مف الاراخ ات المخسرف للاساخداـ. 

خو ػػػػد الايخػػػػر مػػػػف اليوا ػػػػت الرخاضػػػػخ  والفخزخا خػػػػ  و خراػػػػا، الاػػػػي ي خماػػػػف  امػػػػا
الػذي     المواضخع ال ثيخ  والاي خ خ  ومف اذه اليوا ت اليا ت ايساغداء عدها مي دراس

، واػػذلؾ  سػػليدا علخػػج الضػػوء مػػف خػػلاؿ اػػذه الدراسػػ  الماواضػػ  ، اػػذلؾ خو ػػد اليا ػػت 
وم امػػػؿ الامػػػدد مػػػي الم ػػػادف  ،  ػػػ  اليوا ػػػت الأخػػػرف ميػػػؿ م امػػػؿ ايداشػػػار الثػػػراري

 ، ودراسػػ  ال لا ػػ   خدهػػا  ف و خراػػا، سػػد مؿ علػػى دراسػػ    ضػػا مدهػػا مػػي دراسػػات  ادمػػ
 و دت.
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